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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
Актуальность проблемы. Направленное затвердевание расплавов и раство-
ров представляет значительный интерес в современной науке как с точки
зрения прикладной физики кристаллизации, так и с точки зрения развития
новых идей и аналитических методов в теоретической теплофизике. Хорошо
известны технологические процессы затвердевания, целью которых является
получение сверхчистых материалов или материалов с заданным распределе-
нием примеси. Существенное влияние на характеристики твердой и жидкой
фаз в таких процессах оказывают физические свойства системы и параметры,
управляющие затвердеванием. Известны ситуации, когда незначительные из-
менения условий протекания процесса приводят к формированию совершенно
различных структур в обеих фазах. Для этих структур характерно различ-
ное распределение примеси, которое может полностью изменить многие свой-
ства получаемых изделий. В силу многопараметричности рассматриваемых
систем, с прикладной точки зрения представляется весьма важным разра-
ботка аналитических методов моделирования, позволяющих прогнозировать
и рассчитывать характеристики возникающих неоднородностей.
Математическое описание процессов кристаллизации основывается на урав-
нениях тепло- и массопереноса, записываемых во всех существующих фазах,
и граничных условиях на поверхностях раздела фаз. Решение проблем по-
добного типа осложняется присутствием одной или более подвижных границ.
Кроме того, подобные задачи содержат нелинейности в граничных условиях,
а зачастую, и в самих уравнениях переноса. Поэтому универсальных методов
решения таких проблем не существует и в каждом конкретном случае следует
подбирать определенный подход к решению. Следует особо подчеркнуть, что
численное решение, основывающееся на фиксации большинства параметров
системы, не во всех ситуациях может выполнять прогнозирующую роль. Как
следствие, возникает необходимость получения точных и приближенных ана-
литических решений, показывающих и выявляющих доминантную роль тех
или иных параметров системы.
Цель работы. Аналитическое описание и исследование нелинейной дина-
мики кристаллизационных процессов с двухфазной зоной концентрационного
переохлаждения в условиях различных форм тепломассопереноса. В рамках
поставленной цели исследовались отдельные модели направленного затвер-
девания с двухфазной зоной, обобщающие классические постановки задачи.
В частности изучалось:
• Влияние нелинейных эффектов массопереноса на эволюцию двухфазной
зоны. Роль эффекта Соре и температурной зависимости коэффициента
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диффузии в процессах кристаллизации бинарных расплавов. Изучение
условий, при которых нелинейные эффекты усиливают или уменьшают
интенсивность массообмена в двухфазной зоне.
• Затвердевание с двухфазной зоной при конвективном движении жидкой
фазы в системе. Влияние одномерных конвективных потоков на харак-
теристики процесса. Рамки применимости квазистационарного прибли-
жения для описания слабых скоростей движения расплава и условия
разрушения полученных решений в зависимости от силы конвективного
потока.
• Строение и структура неравновесной двухфазной зоны. Процессы объем-
ного затвердевания в переохлажденном расплаве, рост твердых частиц и
их распределение в пространстве перед растущим кристаллом. Особен-
ности кристаллизации с неравновесной двухфазной зоной, определение
величины концентрационного переохлаждения.
Научная новизна диссертации заключается в постановке и изучении новых
моделей направленного затвердевания с двухфазной зоной концентрационно-
го переохлаждения, в той или иной степени расширяющих ранее известные
постановки задачи и учитывающих влияние различных нелинейных физиче-
ских процессов, протекающих в системе. В общей сложности были исследова-
ны три новые модели для каждой из которых построены аналитические реше-
ния. Найденные решения определяют все характеристики процесса кристал-
лизации с переохлажденной областью. В частности, найдены температурные
и концентрационные профили, скорости процесса, ширина двухфазной зоны,
доля твердых кристаллов в ней. Помимо этого были получены следующие
оригинальные результаты:
• Изучено влияние эффекта Сор на кристаллизацию с квазиравновесной
двухфазной зоной. Выяснено, что в зависимости от значения коэффи-
циента термодиффузии, эффект может как усиливать массообмен, так
и уменьшать его. Обнаружено, что температурная зависимость коэффи-
циента диффузии по разному влияет на развитие двухфазной зоны в
зависимости от управляющих параметров процесса. Обнаружено и под-
тверждено расчетами самоподобное поведение концентрации примеси и
доли твердой фазы в двухфазной зоне при изменении температурных
градиентов. Определены скачки теплофизических величин при переходе
через переохлажденную область, а также сформулирована фронтальная
модель затвердевания с двухфазной зоной.
• Определены распределения температуры и концентрации примеси при
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различных скоростях одномерного конвективного потока, натекающе-
го на кристалл. Выявлено влияние слабой конвекции на характеристи-
ки двухфазной зоны. Обнаружено, что при усилении скорости течения
жидкой фазы, температурный и концентрационный профиль в распла-
ве имеют тенденцию к сглаживанию. Определены рамки применимости
построенных аналитических решений в зависимости от силы конвектив-
ного потока, сделан вывод о неустойчивости квазистационарного режи-
ма затвердевания с неподвижной жидкой фазой по отношению к малым
скоростям движения расплава.
• Исследован режим кристаллизации с неравновесной двухфазной зоной.
Найдено распределение твердых частиц в зоне в зависимости от их раз-
меров. Исследована макроструктура переохлажденной области, выделе-
но три региона с различным поведением концентрационного переохла-
ждения в них. Наличие и расположение этих регионов вполне согласует-
ся с известными ранее экспериментальными данными. Определена роль
квазиравновесной теории двухфазной зоны в более общей неравновесной
постановке задачи.
Достоверность полученных результатов обеспечивается адекватностью фи-
зических представлений и моделей теории кристаллизации в больших объе-
мах, используемых для исследований процессов тепло- и массопереноса. Кро-
ме того – соответствием полученных теоретических результатов данным экс-
периментов, а также строгостью математических вычислений и согласован-
ностью их результатов.
Практическое значение. Полученные в диссертации результаты о струк-
туре и свойствах переохлажденной двухфазной зоны могут быть полезны в
геофизике (замерзание морской воды, образование гранитов и базальтов в
разломах земной коры) и металлургии (получение материалов с заданными
свойствами).
Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и обсуж-
дались на представительных научных конференциях: 11-я Российская конфе-
ренция “Строение и свойства металлических и шлаковых расплавов”, МиШР-
11 (Екатеринбург, 2004); 14-й Международный семинар по вычислительной
механике материалов, IWCMM-14 (Гоа, Индия, 2004); 11-я Всероссийская на-
учная конференция студентов-физиков и молодых ученых, ВНКСФ-11 (Ека-
теринбург, 2005); 14-я Всероссийская школа-конференция молодых ученых
“Математическое моделирование в естественных науках”, ММЕН-2005
(Пермь, 2005); 3-я научно-техническая конференция “Физические свойства
металлов и сплавов”, ФСМиС-2005 (Екатеринбург, 2005); Первый Россий-
ский научный форум Демидовские чтения на Урале (Екатеринбург, 2006);
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10-я Российская научно-студенческая конференция “Физика твердого тела”
(Томск, 2006), а также на научных семинарах в Институте Металлургии УрО
РАН, Институте теплофизики УрО РАН и на кафедре математической фи-
зики УрГУ.
Публикации. По теме диссертации опубликовано 15 научных работ, из них
5 статей в реферируемых научных журналах, список которых приведен в
конце автореферата.
Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, четырех
глав основного содержания, заключения и списка цитируемой литературы.
Общий объем диссертации составляет 131 страницу машинописного текста,
она содержит 31 рисунок, 2 таблицы и 114 ссылок на литературные источни-
ки.
ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ
Во введении кратко обоснованы актуальность работы, сформулированы ее
цели, указаны научная новизна, практическое значение и апробация прове-
денных исследований.
Глава 1. Современные достижения теории направленного затвердевания
Первая глава носит обзорный характер и является ретроспективой наибо-
лее значимых с точки зрения настоящего изложения результатов. В ней из-
ложено введение в проблему направленного затвердевания, приведены основ-
ные сведения об особенностях протекания процессов тепло- и массопереноса,
обсуждены известные математические модели и экспериментальные данные.
Глава 2. Влияние эффекта Соре и температурной зависимости
коэффициента диффузии на эволюцию квазиравновесной двухфазной зоны
Во второй главе изучается процесс направленного затвердевания с квази-
равновесной двухфазной зоной концентрационного переохлаждения в усло-
виях нелинейного массопереноса (термодиффузии и температурной зависи-
мости коэффициента диффузии).
Процессы переноса тепла и массы в двухфазной зоне описываются следу-
ющими уравнениями [1]:
∂
∂τ
(
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)
=
∂
∂ξ
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λ
∂θ
∂ξ
)
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∂ϕ
∂τ
,
∂
∂τ
(
(1− ϕ)σ
)
= − ∂
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J − kσ∂ϕ
∂τ
, (1)
где σ и θ – значения концентрационного и температурного полей, ϕ – доля
твердой фазы в двухфазной зоне, ρ, C, λ, LV , k – плотность, теплоемкость,
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теплопроводность, коэффициенты выделения скрытой теплоты затвердева-
ния и распределения примеси на фронте, J – поток массы. Из условия квази-
равновесности двухфазной зоны следует, что температура в ней равна тем-
пературе фазового перехода: θ = θ0p − mσ (m – наклона линии ликвидус).
Следует подчеркнуть, что коэффициенты ρ, C и λ зависят от доли твердой
и жидкой фаз в зоне. На границах двухфазной области с кристаллом и рас-
плавом выполняются условия баланса температурного и концентрационного
полей (см., например, [1, 2]). Известно, что поток вещества может быть пред-
ставлен в следующей форме [3]:
J = −D∇σ −DT (β0 + β1σ)∇θ . (2)
Первое слагаемое в выражении (2) отвечает за обычную диффузию веще-
ства, а второе – за термодиффузию (DT – коэффициент термодиффузии,
β0 и β1 – константы). Кроме того, коэффициент диффузии D, вообще го-
воря, зависит от температуры. Будем рассматривать линейную зависимость
Рис. 1: Сравнение теоретиче-
ских решений модели (1),(2)
с экспериментами работы [5]
(кривые и точки, соответствен-
но) для различных значений
начальной концентрации при-
меси.
D(θ) = Dp + (∂D/∂θ)(θ− θ0p) (Dp – значение ко-
эффициента диффузии при температуре плавле-
ния θ0p, ∂D/∂θ – температурный коэффициент).
Исследование модели (1),(2) было проведено для
установившегося процесса затвердевания с по-
стоянной скоростью движения фазовых границ
V [2, 4]. Методом перехода к новой переменной
ϕ (см., например, [4]), удалось свести систему
уравнений к единственному дифференциально-
му уравнению, которое было решено численно.
На рис. 1 изображены найденные концентраци-
онные профили по твердой фазе двухфазной зо-
ны и приведено их сравнение с эксперименталь-
ными данными.
Обычно время релаксации температурного поля значительно меньше вре-
мени релаксации концентрационного, поэтому можно пренебречь левой ча-
стью первого уравнения (1). Для этого случая в диссертации построено точ-
ное аналитическое решение. Найдены функциональные зависимости всех не-
известных величин. Рис. 2 показывает зависимость толщины H двухфаз-
ной зоны от температурного градиента gs в кристалле, при различных зна-
чениях градиента g` в расплаве. Из рисунка видно, что толщина зоны в
классическом случае меньше, чем в рассматриваемом, при некоторых, от-
носительно малых, значениях gs. Увеличение же значения температурного
градиента в кристалле изменяет это соотношение. Видимо последнее про-
исходит благодаря следующим процессам. Очевидно, что при увеличении
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Рис. 2: Толщина двухфазной
зоны H, как функция темпе-
ратурных градиентов gs и g`
для системы Fe-Ni. Сплошные
линии – общий случай (поток
массы задается соотношением
(2)), штрихпунктирные линии –
классический случай.
∂D/∂θ, отвод примеси от границы растущего
кристалла вглубь двухфазной области и в рас-
плав уменьшается (см. уравнение (2)). Следова-
тельно, концентрация примеси в классическом
случае меньше, чем в рассматриваемом на гра-
нице зоны с кристаллом и больше на границе
зоны с расплавом. Последнее увеличивает кон-
центрационное переохлаждение вблизи границы
двухфазная зона – расплав, что ведет к росту
толщины самой зоны (см. области на рис. 2, на-
ходящиеся правее точек пересечения сплошных
и штрихпунктирных линий). Однако, примесь,
переносимая от фронта затвердевания при ма-
лых значениях gs, слабо охлаждена. В этом слу-
чае толщина зоны определяется в первую оче-
редь концентрационным переохлаждением вбли-
зи границы с кристаллом. Так как концентрация
примеси в нашем случае больше, чем в класси-
ческом случае, то и толщина зоны также больше
(см. области на рис. 2, находящиеся левее точек
пересечения сплошных и штрихпунктирных линий). Кроме этого, было вы-
яснено, что действие эффекта Соре зависит от знака коэффициента термо-
диффузии. В случае отрицательного значения этого коэффициента, термо-
диффузионный поток вещества направлен также, как и обычный диффузи-
онный поток и усиливает его (при этом, концентрационное переохлаждение
перед растущим кристаллом, а значит и доля твердой фазы, уменьшается). В
противном случае, потоки направлены в противоположные стороны и термо-
диффузия стремится погасить диффузионный перенос вещества (переохла-
ждение и доля твердой фазы перед фронтом увеличиваются).
Помимо этого, на основе полученных решений удалось подтвердить гипо-
тезу а самоподобном строении переохлажденной области [4], а также вывести
новую модель затвердевания с двухфазной зоной, в которой последняя заме-
нена поверхностью разрыва [2].
Глава 3. Затвердевание с квазиравновесной двухфазной зоной в условиях
конвекции расплава
Особый интерес представляют процессы затвердевания в условиях конвек-
тивного движения расплава, так как конвекция практически всегда присут-
ствует в реальных системах. Для учета этого явления, в левые части уравне-
8
ний тепломассопереноса (1) необходимо добавить члены вида U ·∇θ и U ·∇σ,
где U – скорость течения жидкой фазы. В силу сложности такой модели, мы
ограничимся рассмотрением только одномерного случая: жидкость натекает
на растущий кристалл с постоянной скоростью и целиком вмораживается в
него. Подобный режим может иметь место на начальных стадиях возникно-
вения конвекции или когда неподвижный расплав испытывает малые колеба-
ния, возникающие из-за внешних факторов. Модифицировав метод решения,
предложенный в работе [4] (а также во второй главе), удалось получить ана-
литическое решение квазистационарной конвективной задачи и выразить все
искомые величины через термофизические константы процесса.
Рис. 3: Профили доли твердой фазы ϕ(z)
(z – безразмерная координата) в двухфаз-
ной зоне при различных относительных ско-
ростях конвекции J = U/V .
Полученные решения показали,
что скорость затвердевания, доля
твердой фазы (см. рис. 3) и протя-
женность двухфазной зоны (на рис. 3
– точки, в которых ϕ обращается в
нуль) увеличиваются при усилении
конвективного потока (т.е. при уве-
личении скорости натекания распла-
ва на растущий кристалл). В тоже
время, концентрационный и темпера-
турный профили имеют тенденцию к
сглаживанию при усилении конвекции, что иллюстрирует основное свойство
свободной конвекции, хорошо известное из экспериментов, – выравнивание
температуры и концентрации примеси в объеме. Кроме того, было показа-
но, что при увеличении скорости жидкой фазы и достижении ей некоторого
критического значения, полученные решения разрушаются. Это позволяет
говорить о том, что квазистационарный режим неустойчив по отношению к
слабой конвекции расплава.
Глава 4. Нелинейная динамика затвердевания с неравновесной двухфазной
зоной
Вторая и третья главы диссертации посвящены квазиравновесной двух-
фазной области, температура в которой равна температуре фазового пере-
хода (ликвидуса). Однако, очевидно, что такой подход является идеализиро-
ванным и для более полного понимания процессов, происходящих в переохла-
жденной области, необходимо рассматривать неравновесную двухфазную зо-
ну, в которой переохлаждение ∆θ > 0. Построению такой теории посвящена
четвертая глава диссертации.
Для вычисления функции ϕ необходимо описать механизмы нуклеации
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и роста элементов твердой фазы в двухфазной зоне. Для этого были ис-
пользованы следующие модельные предположения (см. также [2]): кристал-
лы имеют сферическую форму и радиус критических частиц (способных
к дальнейшему росту) равен нулю, скорость нуклеации (зарождения кри-
сталлитов) определяется формулой из теории Френкеля-Зельдовича (см., на-
пример, [6]): I = I∗ exp
(−p/∆θ2) (I∗ – предэкспоненциальный фактор, p
– размерное число Гиббса), рост радиуса r кристаллика находится из тео-
рии о снятии переохлаждения в однокомпонентном расплаве [2]: dr/dt =
β∗∆θ/ (1 + β∗(LV /λ`)r) (β∗ – кинетический коэффициент), эволюция кри-
сталлов в двухфазной области описывается функцией плотности распреде-
ления частиц по размерам f(t, z, r), удовлетворяющей кинетическому урав-
нению ∂f/∂t + ∂ (dr/dt · f) /∂r = 0. В этом случае, доля твердых частиц в
двухфазной зоне выразится следующим образом:
ϕ =
∫ ∞
0
4pi
3
r3f(z, r)dr . (3)
В совокупности с соотношениями, определяющими тепломассоперенос, общая
модель, описывающая процесс представляет собой сложную систему взаимо-
связанных нелинейных интегро-дифференциальных уравнений с двумя неиз-
вестными границами кристалла и расплава с двухфазной зоной. Следует от-
метить, что предложенная модель адекватно описывает лишь переохлажден-
ную область с небольшой долей ϕ твердых частиц, так как используемые
здесь кинетические уравнения не учитывают рост кристаллов в результате
их взаимодействия. Это означает, что твердая фаза в двухфазной зоне долж-
на быть достаточно “разрежена”.
В предположении о высокой энергии активации процесса зародышеобразо-
вания (p >> ∆θ2), интеграл в уравнении (3) можно приближенно вычислить
методом перевала. Кроме того, были применены следующие упрощающие
предположения: время релаксации температурного поля много меньше, чем
время релаксации концентрационного и примесь в жидкой фазе распределена
по закону Шейла [7]. Тогда, вводя сложные замены переменных, представ-
ленную систему можно свести к обыкновенному дифференциальному урав-
нению с известными границами, которое легко решается численными метода-
ми. Таким образом, впервые было получено решение задачи о направленном
затвердевании с двухфазной зоной концентрационного переохлаждения, учи-
тывающей рост кристаллов. Полученные результаты позволили исследовать
поведение основных параметров переохлажденной области. На рис. 4 постро-
ена зависимость переохлаждения от координаты z и приведены эксперимен-
тальные данные. Видно, что качественно теоретическая и экспериментальная
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Рис. 4: Переохлаждение в двухфазной зоне: а - теоретическая кривая, согласно развивае-
мой теории, б - экспериментальные данные и кривая В.Т. Борисова, построенная по экспе-
риментальным данным [1] (z¯ – специальным образом обезразмеренная пространственная
координата, по оси ординат отложено относительное переохлаждение)
Рис. 5: Структура неравновес-
ной двухфазной зоны.
кривые имеют одинаковую характерную струк-
туру (о количественном согласии говорить не
приходится, так как экспериментальные условия
не соответствовали модельным). Это позволяет
сделать вывод о том, что развитая в диссерта-
ции теория вполне адекватно описывает процесс
затвердевания, по крайней мере на качественном
уровне. Можно выделить три основных участка
в двухфазной зоне с различным поведением пе-
реохлаждения (см. рис. 5). Участок 1 (ν ≤ z ≤ 0): весьма быстрое линейное
возрастание с убыванием z от границы с расплавом (z = 0) до достижения
максимума (z = ν), в этой области рост кристаллов практически не проис-
ходит (ϕ ≈ 0). Участок 2 (zeq ≤ z ≤ ν, zeq ≈ −0.4 см.): увеличение ∆θ на
предыдущем участке приводит к интенсивному росту твердых кристаллов,
которые выделяют скрытую теплоту кристаллизации, снимающую переохла-
ждение. Участок 3 (−h ≤ z ≤ zeq, h – ширина зоны): концентрационное
переохлаждение почти снято (∆θ ≈ 0).
На участке 3 доля твердой фазы достигает относительно больших величин
по сравнению с жидкой. Как было отмечено ранее, в этом случае используе-
мая модель не в состоянии адекватно описать процесс. Для устранения этого
недостатка следовало бы использовать более сложную кинетическую теорию,
учитывающую взаимодействие растущих кристаллов между собой. Однако,
можно пойти более простым путем. В силу того, что ∆θ ≈ 0, в этой области
можно использовать квазиравновесное приближение. Таким образом, область
двухфазной зоны, прилегающую к кристаллу, можно считать квазиравновес-
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ной (температура равна температуре ликвидуса). Однако, в некотором слое
перед кристаллом (zeq < z < 0) переохлаждение нельзя считать близким к
нулю, этот слой следует описывать неравновесной теорией.
Помимо величины переохлаждения, в работе найдены соотношения для
остальных характеристик двухфазной области, в том числе доли твердой фа-
зы и функции плотности распределения f , что позволяет определить коли-
чество и размеры кристаллов в различных участках зоны.
Заключение
В результате тщательного аналитического рассмотрения различных мо-
делей направленного затвердевания бинарного расплава с двухфазной зоной
концентрационного переохлаждения, учитывающих те или иные особенности
процесса, были получены следующие основные результаты:
• Построена математическая модель, учитывающая влияние нелинейных
факторов массопереноса: эффект Соре (термодиффузия) и температур-
ная зависимость коэффициента диффузии в процессах массообмена, про-
текающих в жидкой фазе. Описанная модель была решена численно в
общем случае. Построено ее аналитическое решение для случая, когда
время релаксации температурного поля много меньше, чем время релак-
сации концентрационного. Найденные решения позволили подтвердить
некоторые особенности процесса, обнаруженные ранее для случая клас-
сического массопереноса. Например, была обоснована гипотеза о само-
подобных (фрактальных) свойствах двухфазной зоны. Аналитические
решения проблемы позволили понять сложное влияние нелинейных эф-
фектов массопереноса на процесс. Было выяснено, что рост коэффици-
ента температурной зависимости диффузии может приводить как к уве-
личению протяженности зоны, так и к ее уменьшению, в зависимости
от значений температурных градиентов в разных фазах. Действие же
эффекта Соре зависит от знака коэффициента термодиффузии (при от-
рицательном значении коэффициента, термодиффузионный поток веще-
ства усиливает переохлаждение перед кристаллом, при положительном –
уменьшает). Кроме того, было показано, что рассматриваемые нелиней-
ные эффекты способны изменять температурные и концентрационные
профиля в системе, долю твердой фазы в двухфазной зоне, скорость за-
твердевания, протяженность переохлажденной области и другие харак-
теристики процесса по сравнению с классическим случаем массообмена.
Определены скачки теплофизических величин при переходе через пе-
реохлажденную область, а также сформулирована фронтальная модель
затвердевания с двухфазной зоной.
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• Впервые аналитически исследовано влияние слабой конвекции на кри-
сталлизацию бинарного расплава. Выписана модель направленного за-
твердевания с одномерным потоком расплавленного вещества, натекаю-
щим на растущий слиток. Получено ее точное решение и найдены выра-
жения для всех параметров, описывающих процесс: распределение тем-
пературы и концентрации примеси по различным фазам, доли твердых
кристаллов в двухфазной зоне, протяженности зоны и скорости движе-
ния ее границ. С помощью полученных аналитических решений было
исследовано влияние конвекции на эволюцию процесса. Например, бы-
ло выяснено, что слабая конвекция практически не оказывает влияния
на распределение концентрации примеси в двухфазной зоне, однако она
способствует выравниванию температурного и концентрационного про-
филей в расплаве к постоянным значениям. Показано, что при увели-
чении скорости потока, наплывающего на кристалл, скорость затверде-
вания также возрастает. Определены рамки применимости рассматри-
ваемой одномерной конвективной модели – низкие скорости движения
расплава (что вполне согласуется с физическими представлениями о про-
цессе) и выведены условия, при которых построенные аналитические ре-
шения разрушаются. Кроме того, был сделан вывод о том, что решения,
полученные ранее для случая неподвижной жидкой фазы, неустойчивы
по отношению к малым скоростям течения расплава.
• Впервые проведено полное исследование процесса направленного затвер-
девания с неравновесной двухфазной зоной, в которой переохлаждение
существенно и не считается близким к нулю. Построена квазистационар-
ная модель процесса кристаллизации, которая включает в себя кинети-
ческие механизмы, отвечающие за появление и рост кристаллов в обла-
сти концентрационного переохлаждения. Впервые получено приближен-
ное аналитическое решение проблемы. Выписаны выражения для функ-
ций, задающих плотность распределения кристаллов по размерам и их
объемной доли в двухфазном слое, вычислены радиусы наибольших ча-
стиц в зоне и определено общее число кристаллов в системе. Найденные
аналитические решения позволили описать макроскопическое строение
двухфазной зоны: удалось выделить три региона с принципиально раз-
ным поведением концентрационного переохлаждения. В слое, прилега-
ющем к расплаву, рост твердых кристаллов практически не происходит,
их объемная доля близка к нулю и они слабо влияют на процесс. По-
этому в этом регионе переохлаждение растет по линейному закону. При
достижении максимума концентрационного переохлаждения элементы
твердой фазы начинают интенсивно расти и выделяемая ими скрытая
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теплота кристаллизации постепенно снимает переохлаждение (в этой об-
ласти переохлаждение убывает), в результате чего, в прилегающем к
кристаллу третьем регионе двухфазной зоны концентрационное пере-
охлаждение близко к нулю и процесс протекает в квазиравновесном ре-
жиме. Исследованы рамки применимости рассматриваемой модели. Ука-
зано на невозможность применения используемой кинетической теории
роста частиц для описания всей двухфазной зоны (теория не работает
при больших значениях объемной доли твердой фазы), а также даны
некоторые рекомендации, позволяющие адаптировать рассматриваемую
модель для описания всей зоны.
В заключении можно сказать, что исследования, проведенные в диссерта-
ции, позволили определить ряд новых нелинейных свойств двухфазной зоны,
которые ранее невозможно было понять, используя классическую квазирав-
новесную модель В.Т. Борисова. Кроме того, упор, сделанный на теорети-
ческое исследование проблем, позволил построить три новых, ранее неиз-
вестных, аналитических решения задачи о направленной кристаллизации с
двухфазной зоной, что само по себе представляет значительное достижение.
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